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常 微分 方程 ,是 一 个 有 长 期 历史 ,而 又 正在 不 断 发 展 
的 学 科 ; 是 一 个 既 有 理论 研究 意义 ,又 有 实际 应 用 价值 的 
学 科 ; 是 一 个 既得 力 于 其 他 数学 分 支 的 支持 ,又 为 其 他 数 
学 分 支 服务 的 学 科 ， 是 一 个 表现 客观 自然 规律 的 工具 学 
科 ， 又 是 一 个 数学 可 以 为 实际 服务 的 学 科 . 为 了 系统 地 
介绍 这 一 学 科 ,我 们 准备 以 它 的 历史 发 展 系统 为 线索 , 逐 
步 展开 对 它 的 丰富 内 容 的 叙述 ， 

按照 它 的 主线 的 历史 发 展 ， 可 以 划分 为 四 个 阶 段 ， 
即 : 常 微分 方程 创立 及 实 域 解析 理论 的 阶段 , 常 微分 方程 
复 域 解析 理论 的 阶段 ， 常 微分 方程 实 域 定 性 理论 的 阶段 
和 常 微分 方程 广泛 深入 发 展 的 阶段 . 


一 、 常 微分 方程 的 创立 
及 实 域 解析 理论 


三 百年 前 ,牛顿 (1 Newton) 和 莱 布 尼 兹 (G. W. Le- 
ibniz) 发 明了 微 积 分 ， 同 时 也 就 开始 了 常 微分 方程 的 研 
究 . 现在 我 们 用 的 微 积分 记号 , 便 是 莱 布 尼 兹 创造 的 .而 
最 初 将 微 积分 应 用 于 解决 行星 运动 和 月 球 运动 的 ， 则 归 
功 于 牛顿 ， 因 此 , 常 微 分 方程 有 着 长 期 的 历史 


牛顿 力学 的 第 二 定律 是 指 : 动量 随时 间 的 变化 率 等 
于 力 ? 其 数学 表达 形式 便 是 常 微分 方程 


a 
豆 (m 四 )- 严 ， (1) 


这 里 m 是 质量 , r 是 位 置 同 量 , t 是 时 间 ，F 是 作用 于 质 
点 的 力 . 

牛顿 引力 定律 ;引力 与 距离 的 平方 成 反比 ,与 质量 成 
正比 3 即 

Fe=- Mm .了 了 (2) 

GQ [rl” [7 
这 里 G 是 万 有 引力 常数 ，M 与 m 为 互相 吸引 的 两 质点 
的 质量 , r 是 由 M 点 到 m 点 的 距离 向 量 . 其 中 的 ”号 


表示 吸引 力 . 下 只 表示 方向 , 因 其 长 度 为 1. 
将 这 两 个 定律 合并 在 一 起 ,就 得 到 常 微分 方程 


Mm rr 


间作 于)= -9 下 全 《9) 


这 便 是 统治 行星 绕 太 阳 、 月 球 绕 地 球 、 人 造 卫 星 绕 地 球 等 
等 运动 的 常 微分 方程 式 . 

将 常 微 分 方程 (3) 解 出 ,可 以 得 到 开 普 勒 (J. Kepler) 
由 实测 数据 总 结 出 来 的 行星 绕 日 运动 三 定律 , 即 ， 

1. 行星 是 在 以 太阳 为 焦点 的 一 个 椭圆 轨道 上 运动 . 

让. 行星 到 太阳 的 向 径 扫 过 的 面积 , 与 时 间 成 正比 ， 

i, 行星 周期 工 的 平方 与 行星 椭圆 轨道 的 半 长 轴 的 
三 次 方 成 正比 . 

这 是 稍微 分 方程 的 实际 应 用 的 第 一 次 历史 人 性 的 胜 


利 . 在 生 顿 的 经 典 著作 《 目 然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 中 ， 
主要 是 研究 形 如 (3) 的 方程 在 天 文 方面 的 各 种 应 用 . 由 
此 可 见 , 常 微分 方程 从 一 开始 便 紧 密 联 系 客观 实际 ,并 为 
当时 的 天 文 .航海 等 需要 服务 的 . 

常 微分 方程 (3) 的 求解 ,可 分 两 步 .首先 ,可 证 其 解 在 
一 个 平面 上 〈 即 初始 位 置 向 量 和 初始 速度 所 决定 的 平面 
上 )， 这 是 动量 守恒 的 结果 . 因此 ， 可 以 引入 极 座 标 (r， 


9)， 其 次 ,引入 变量 w= 二 ， 则 可 以 得 到 苹 对 6 的 二 阶 


党 系 数 线 性 常 微分 方程 


dw mm \3 
+u= GM (是 ) ， (4) 


这 里 K。 是 系统 的 角 动 量 , 是 一 个 常量 . 由 此 解 出 


1 ww eos(0-0) + GM ( 巡 )， (5) 


这 里 we 及 6 为 两 个 常数 ,由 初始 速度 及 位 置 之 值 而 定 . 
这 里 立即 可 以 看 出 ,同一 个 微分 方程 ,由 于 初始 条 件 
(位 置 与 速度 ) 不 同 , 而 可 以 有 不 同 的 解 . 事实 上 , 九 大 行 
星 和 数 以 百 计 的 小 行星 ,都 服从 同一 个 微分 方程 (3) ( 取 
M = Ms 太阳 质量 ,并 以 太阳 位 置 为 原点 ), 然而 , 它们 的 
运动 却 各 不 相同 .这 是 微分 方程 比 代数 方程 更 为 复杂 的 
一 点 . 含 足够 多 常数 的 解 , 称 为 通 解 . 
微分 方程 一 旦 产生 ， 便 有 数学 家 对 它们 的 求解 作 系 
统 的 研究 . 十 七 世纪 末 和 整个 十 八 世纪 对 常 微分 方程 的 
研究 ， 便 是 寻求 实 域 中 各 类 型 的 方程 的 有 明显 表达 形式 
的 通 解 .下 面 是 当时 取得 的 一 系列 进展 ， 


(一 ) 可 分 离 变量 的 方程 
设 方程 有 形式 
zr f(g), 
则 可 以 化 为 积分 
| 100 | EX 
这 样 , 即 将 求解 微分 方程 问题 化 成 求 积分 的 问题 .问题 降 
了 一 级 . 
(二 ) 齐 次 方程 . 
设 方程 有 形式 , 
总 -A(z) 
引入 新 变量 y/x=v, 则 有 


J 


或 
= 2 
这 是 可 分 离 变 量 的 类 型 ， 立即 可 用 (一 ) 中 之 法 求解 
(三 ) 线性 变 系数 方程 ， 
设 方程 有 形式 
rt PP)Y= 07)， 


引入 »= UW, 则 有 
Adv CO 
4 一 tw (tp )=9. 
利用 92 二 十 Du= 0 的 可 分 离 变 量 性 , 求 出 


a Jf? 
v= 9 


即 可 由 ve = 的 可 分 离 变 量 性 , 求 出 
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wu=| 二 加 
y = of goed de. 
前 面 的 一 系列 成 果 ， 主 要 是 由 莱 布 尼 茨 和 伯 努 利家 族 
(Bernoulli ) 取 得 和 的. 
(四 ) 伯 努 利 方程 . 
伯 努 利家 族 进一步 研究 了 形 如 
CQ/ 
+ pV)Y = qv 
的 方程 式 ( 现 在 通称 为 伯 努 利 方程 );， 他 们 利用 了 变换 
w=y!1", 将 上 述 方程 化 为 线性 方程 
SE+ np) = 1-n) gw), 
再 利用 (三 ) 求 解 . 
(五 ) 黎 卡 提 方 程 . 
丹尼尔 。 伯 努 利 研究 过 下 面 特 殊 形 式 的 方程 


J 


由 此 得 出 


+ 1+ 


并 对 ?7 为 非 负 整数 时 ， 求 得 商 个 特 解 


wv) -一 2 十 -+n( 0 二 Sr( 和)) 
4 = 2 ™ dr QW) 2 多 


和 

yr)) 
意大利 数学 家 黎 卡 提 (J. F. C. Riccati) 曾 研究 过 一 般 的 
最 低 次 的 非 线性 方程 


Y= Ao)y + Bw)y+O0%), 


得 到 如 下 的 求解 办 法 ,只 要 知道 它 的 一 个 特 解 y= yi1(X)， 
则 引入 ZC(x)= (XxX) 一 yx(X), 立 即 可 有 
-2 ACw) YD) + Blw)y, (9) + ow). 


故 


(CCO) QZ) — ym)) 
dm QAv 


= 440) CS) ~— 5) + BV YS) ~ Ym)) 
= ATHNYV) — YAV)) + (BT) + 2Y1 0)) (YC8) — Ym)) 
= A(V)% (wv) + (BOT) + 2Y,(7))2(%), 
这 又 是 一 个 伯 努 利 方程 ,可 以 用 积分 求解 . 
如 果 知 道 它 的 两 个 特 解 y= yx(x) 及 y= ys(x), 则 由 


a A B — 
茵 鄙人 y+y) + 
及 
A(Y— 2) + By- Y,) 
Ay + yh) +B, 
可 有 
qd YY _ 
Wy yy = Ao) CY, ~ Ys). 
亦 即 通 解 可 写成 
4 一 2 =- co。 of ACIIYiCm) ya ody ， 
yy 一 yx 


其 中 C 是 常数 . 注意 到 右 方 只 与 A(X) 及 yi1(X) ys(X) 
有 关 , 因此 , 如 果 还 知 第 三 个 解 y = ys(x)， 则 立即 可 得 
通 解 形式 为 


YW) — Yi(w) Ys WV) — YTIN 
( YT) — Ym) MA\ YT) — Yr) )= 常数 . 


) 阿 贝 尔 方 程 . 
由 线性 方程 . 黎 卡 提 方 程 的 研究 ,引起 了 沿 这 个 方 回 
的 进一步 的 发 展 ， 这 便 是 阿 贝尔 CN. H. Abel) 研 究 的 形 
如 
= A + Bn + Ov)Yy + Dm) 


及 
和 Lo) + BCv)Yy + 00%) 
y+ Dw) 


方程 (现在 通称 阿 贝尔 第 类 和 第 二 类 方程 ) . 
注意 到 线性 方程 . 伯 努 利 方程 . 黎 卡 提 方 程 的 通 解 都 
具有 下 面 的 典型 形式 


GT (y -Wo))5= 常数 ， 


简称 为 “第 一 类 显 易 解 结构 ”. 对 线性 方程 ,n=1; 对 歼 卡 
提 方 程 , n= 2( 并 有 ki+ hs=0); 对 伯 努 利 方程 , 则 为 一 
般 的 整数 7. 因此 ,人 们 也 想 寻 求 阿 贝 尔 第 一 类 方程 是 否 
具有 n= 3 的 第 一 类 显 易 解 结构 ,结果 是 : 阿 贝 尔 第 一 类 
方程 要 具有 第 一 类 显 易 解 结构 的 充 要 条 件 为 

; (H+a)$=0, 

其 中 do ,aD 
B= AD’ 1+ + 村 (也 天 -2 宕 -BOD)+ 世 交 Or， 


dD a 
万 = 5 (GezzB- C+ 3-0-)- Dp- ) 


a 为 任意 常数 ,但 C 天 (于 
当 =0 时 , 则 化 为 伯 努 利 方程 ,已 知 解 型 


当 中 关 0 时 , 则 日 + a=0, 故 H= 一 Q 天 -3(3) 。 
这 时 ,代数 方程 : 
vavt1= TI (oo 


有 三 个 单 根 v,、v。、v，. 引入 变量 


30G1 830 一 CO 
y= aD 
则 通 解 有 
of De TH (oz) 一 90;)”*= 常 数 ， 
这 里 
vn) - SDY0).+0, 
NW 和 - 2 A 0 
Dds Ved VV 


1 1 1 
当 ca= 3 人 于 | ， 则 代数 方程 出 现 重 根 ， 积 分 中 出 现 
对 于 重 根 v= ui= 2 的 指数 因子 , 通 解 为 下 形 
oe | 一 Wr (OW) — oo | -0%a)2= 常数. 


i/8 2 273 9 
其 中 C1= -于 2 Cs= ~—Cs= 一 9 ; Us = 2°, 这 


类 出 现 指数 的 形式 , 称 为 “第 二 类 显 易 解 结构 ”. 
阿 贝尔 第 一 类 方程 要 具有 显 易 解 结构 ， 必 须 满足 条 


件 
L 


(B+ad=0. 
因此 ,一般 没有 取得 更 多 进展 . 
从 第 一 类 显 易 解 结构 
G(Cz)y(Y 一 oz)) (9 一 oO)) = 常数 
出 现 , 当 Wi+ 4s=0, 得 出 黎 卡 提 方 程 ; 当 p+ Ws 关 0, 则 导 
致 阿 贝尔 第 二 类 方程 


Wy ,AY + BoYy+ Os) 
y+ Dw) 


反 过 来， 贝尔 第 一 类 性 各 要 “有 显 易 解 结构 ”A.B 
C、D 也 必须 有 条 件 , 即 有 一 第 数 入 ,使 
ye nD -(1+ ~ AD+ B+ 一 和 | -0 一 )o 
aD 1 一 入 
DD 
是 方程 的 一 个 解 .由 此 可 见 ,一 般 没 有 这 种 解 .这样 , 沿 这 
条 路 走 下 去 ,可 能 积 出 的 类 型 越 来 越 少 了 . 
(七 ) 雅 可 比方 程 . 
有 时 ,也 偶然 遇 到 一 些 很 特殊 的 方程 ， 而 具有 “ 显 吻 
解 结构 ” .德国 数学 家 雅 可 比 (C.G. J. Jacobi) 找 到 
Gy yAy+ Bot+O)— DYy+t Bw) 
de vAyrBrtO- Gyt HotR)? 
这 里 常数 A、…、K 形成 的 特征 方程 
Dp E F 
G H-n Kk 
A B CO-p 
的 三 个 根 &1、。、ks 互 不 相等 ， 则 其 通 解 为 第 一 类 显 易 
解 结构 : 


La rr 本 


(ii 二 Ca 二 Ce 和 -Ac 十 人 
十 Gas) 和 (Cs 十 Caos0 + Was) 1 一 常数 ; 
如 果 4 有 重 根 , 则 有 第 二 类 显 易 解 结构 。 
求解 析 通 解 的 工作 ,在 常 系数 线性 系统 中 ,得 到 了 完 
全 的 解决 . 
( 八 ) 常 系 数 线性 常 微分 方程 


> Qn 50, 
其 中 am 为 笛 数 . 命 y =e “", 即 得 
> amA = 0. 
由 此 解 出 入 = 和、 入 ，、…、 入 ， 则 方程 之 通 解 为 
y= > Cexnz . 
如 果 某 一 根 入 有 重 根 ， 则 对 应 的 重 根 还 有 形 如 
CA 扫 SD do 
的 hh 个 解 ,hh 为 重 次 . 
， 当 方程 是 非 齐 次 的 * 即 
2 Cm oy =f(2), 
任 取 一 根 入 ,; 命 y= e*"z(xX)， 代入 上 方程， 有 
CaC2 + + (六 nm 和 = fv). 
左 方 最 后 一 项 为 


z(O)exa > am\™ =0, 
故 方程 化 为 : 


Ad"z dz y 
Cn -DOR 十 + 而 一 exeF(o)， 


,dz 
以 二 二 = 记 , 则 


5 20。 dt = Gv)( = ea》 


这 样 ,方程 右 方 已 降 了 一 阶 , 但 仍 为 常 系数 线性 常 微 分 方 
程 .由 此 可 见 , 一 定 能 用 有 限 次 运算 ,经 过 积分 ,得 到 非 齐 
次 方程 的 一 个 特 解 y= yo(x). 于 是 , 通 解 即 可 写成 
y = ye) + 马 One™™. 
( 九 ) 欧 拉 方 程 . 
作为 常 系数 线性 常 微分 方程 的 一 个 变 体 ， 有 如 下 形 
式 ， 


Lb 
oY ta 0 "tay=0., 


网 拉 《LL. 和 上面 的 方 二 作为， 


a” 
0 0— -了 从 4b dy et 二 ， “+be=0, 


义 得 到 常 系数 线性 常 微分 方程 ， 

欧 拉 还 第 一 个 想到 一 般 的 常 微分 方程 解 的 存在 性 问 
题 ,并 提出 一 种 数值 方法 来 近似 求解 . 他 所 采用 的 办 法 ， 
现在 通称 为 欧 拉 折线 法 , 即 对 常 微分 方程 


SY = Fa， Yy); WwW=V, Y=%Y 


ow” 


* 


j 副 = 人 


用 公式 

Ynti= Yn t+ fn, Yn) Wnts — Tn) (其 中 n=0,1,2,.…) 
逐次 求解 . 但 是 ,严格 的 收敛 性 证 明 , 则 有 待 后 一 阶段 才 
能 完成 .这 个 方法 也 只 有 在 电子 计算 机 出 现 以 后 , 才 真 正 
得 到 广泛 应 用 . 


欧 拉 还 发 现 了 “积分 因子 ”的 概念 ， 亦 即 对 于 常 微 分 

方程 : 
Mw, ydy + N(w, y)dy =0, 
如 有 函数 J(x，?) 及 F(x,y), 使 得 
QU， 9) 王 VC0，2)LMGO， ydy +t Ns, ydy], 
则 J(x， y) 称 为 这 个 方程 的 积分 因子 这 个 方程 的 通 解 
便 可 写成 ” 
:Fw%,Yy) = 常数， 

(十 ) 克勤 罗 全 微分 方程 条 件 

特别 , 当 J(x, 7)=1 时 ,克勤 罗 (A. C. Clairaut ) 得 
到 ，F(Gx,y) 存 在 使 

46 一 Mc，9%)o+TNGc ydy=0 

的 充 要 条 件 为 


实 域 解析 解 的 成 果 , 大 体 上 便 是 上 述 这 些 可 积 形 式 . 
这 些 成 果 在 天 文 .力学 等 方面 ,已 经 取得 了 很 多 重要 应 用 
(包括 二 体 问题 的 彻底 解决 ) .但 是 ,理论 基础 则 有 待 于 下 
一 阶段 来 完成 . 


二 、 常 微分 方程 复 域 解析 理论 


十 九 世 纪 初 期 ,法 国 数学 家 柯 西 (A.L.Cauchy ) 建 立 
了 现代 分 析 概 念 , 并 引入 了 复数 域 ,数学 得 到 了 一 次 划 时 
代 的 发 展 . 
12 


柯 西 将 这 一 概念 运用 到 微分 方程 ， 开 创 了 常 微分 方 
程 的 解析 理论 这 一 分 支 . 
给 定 一 个 复 域 的 微分 方程 
中 =f(w, ¢) =- 说 comz tl ， 


方程 右边 的 竹 级 数 在 |z| <ri、jw|<pi 中 收敛 . 要 研究 
z=0 时 ,w=0 的 解析 解 "= 多 56m” 的 存在 性 . 
这 里 ， 问 题 的 提 法 已 经 不 是 求 有 解析 表达 式 的 实 域 
中 的 通 解 ,而 是 求 医 级 数 形式 的 复 域 中 的 特定 的 ( 父 = 0， 
z= 0) 定 解 . 因此 ,这 种 问题 又 称 定 解 问题 ,或 柯 西 问题 . 
常 微分 方程 中 ,通常 称 为 初 值 问题 ,以 别 于 “ 通 解 问题 "和 
后 面 要 提 到 的 “ 边 值 问 题 ”. 
问题 的 解法 分 为 两 个 步骤 ， 
第 一 步 , 先 形式 地 求 出 bo, 不管 这 个 级 数 的 收敛 性 ; 
第 二 步 ,确定 一 个 半径 ,以 保证 其 收敛 性 ， 完 成 解 的 存在 
性 . 
将 w= 之 bmz” 代 入 方程 ,比较 z 的 同 次 车 ， 
Dhami > 
= 00 + Wi0Z+ Coiba2 十 人 十 和 
由 此 ,有 z 的 同 次 竹 的 系数 关系 为 
b, = Coo， 


20, 二 CC 十 CoaipDi， 


由 此 即 有 关系 ， 
6b, = Playx)， 其 中 J+f<n, 


亦 即 b。 是 ax( 其 中 j+k<n) 的 多 项 式 .这 样 , 就 形式 地 
求 出 了 5。 注意 这 个 多 项 式 中 的 符号 均 为 正 ， 但 os 则 
可 能 有 负 值 , 故 b 也 可 能 有 负 值 . 
下 面 进行 第 二 步 , 估 计 ae 及 b。 之 大 小 . 先 估计 arm 
的 大 小 : 设 在 | 引入 六 JWw| 入 pi 中 ， 
(flw, 2)| <M. 
取 X=rie” 、W = pie”, 
f(w, 2) = 多。 Gm(T61 ) I (p16)™, 


其 共 辑 值 
flw, 2Z) > Cm(T16 (pe 1?)"™, 
则 求 积分 ,有 
| Jagap -dm 六 lam rp 
这 是 利用 
| ct-ta)9cD 一 2r 3 ， _ {2 当 ll, 
0 2 ， 当 六 = L. 
用 一 方面 ， 
ff<M’, 在 17+|<7、|pl1<p 中 
故 
人 |，F7apap<(2m2a0 
由 此 有 ,他 ,laml rp pr <M’”. 故 得 到 
cm < 
rip™ 
取 
MM 
nm = 一 站 rip™? 


i ini 


出 
[cj SA,. 
为 一 方面 ， 
,六 hm 加) (名) 
-WwW 
(1- 去 1- 职 ) 


亦 是 ,我 们 可 以 来 研究 微分 方程 


do M 
dz ;4 * 
(1- 冯 1- 卫 ) 
这 个 方程 的 形式 解 


也 一 > On 
有 关系 
bnl < B,. 
故 只 要 研究 这 个 形式 解 的 收敛 区 域 , 即 可 保证 


w= Y) bn2” 
1 


的 收敛 性 . / : 
这 个 微分 方程 可 以 分 离 变 量 , 得 到 

20 7 
We 


积分 后 ,有 =0、z=10 之 解 为 


两 解 中 , 取 |wi<pi 之 解 , 则 有 


le 


这 样 , 只 要 取 |z| 小 , 使 得 1- 这 关 0, 以 及 
1+ -ln( 1 ) 0 - 
由 前 者 ,要 求 |z|<ri; 由 后 者 ,要 求 


1 pi 
Iz[<r(l—e rr), 


故 只 要 取 


则 可 保证 在 |z|<zs 中 加 Bnz" 的 收敛 性 ， 从 而 也 保证 
总 -7 的 收 伍 性 ， 
这 样 , 我 们 就 得 到 解析 解 的 存在 与 唯一 性 . 因为 b" 是 


唯一 决定 的 . 
这 是 对 于 正常 点 来 说 的 . 当 方 程 右 方 在 这 点 出 现 奇 


性 时 ,还 将 另行 研究 . 
最 简单 的 奇 性 ,是 下 面 的 奇 次 方程 
dw owt Bz a pB|,o 
dz ywtodz?’ | | > 0. 


在 =z=0 点 ,方程 右 方 为 不 定式 .这 种 点 是 “ 奇 点 ”. 从 
解析 理论 的 角度 出 发 ,对 于 这 种 奇 点 进行 分 类 ,有 两 种 基 
本 类 型 , 即 | 


和 
dw wtihnz 
dz 2 


(其 中 jy*0) 


前 者 的 通 解 为 w=Cz ,后 者 的 通 解 为 
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20=2(1inz 二 CD) 
其 中 C 为 任意 常数 . 前 者 只 取决 于 一 个 参数 A， 后 者 只 
取决 于 一 个 参数 上. 
具体 计算 取决 于 
a—A, 8 
> 人 一 人 
的 两 个 根 和 及 入 :- 
第 一 种 情形 ， 入 : 天 入 >. 
如 果 =yY=0, 则 和 =C，X=9， 


入 ， a 
和 A 0 


| =A— (a+O)N+ a0- BY)=0 


= 


已 得 典型 形式 ， 
如 果 B=0, 则 入: = 0， 和 := 9， X 天 0. 取 变换 


E=w m=z+4 2 ob 
所 人 一 必 多 


则 方程 化 为 


de AE 
dn 和 om 


如 果 =0, 则 入 i = Qa、 入 =O0、Q 厌 6. 取 变 换 


E=w+— sz, 


则 方程 也 化 为 


Tm 


当 By 考 0, 则 和 了 关 Qa、 和 ;了 关 6, 取 变换 
E= YWw+ (NA ~ os, 
N= (Ms ~—0)w+ Bz, 


行列 式 


和， 
7 | =? B- (Nh,—0)(%\,—6) 


(NA, — 0) 有 
=[y8B- (入 -ea)( -31+(N 一 x)C: 一 和 aa) 
一 (Ai— 0) (入 — 和 As) se 0., ("A FA, 入 , 夺 0) 
利用 此 变换 ,也 得 到 
Cr 
入 27] 
站 
当 By=0, 则 由 
< 和 )(3S- 和) =0 
>» 》 |= Ce ) (7 
故 a=6= 和 X, 则 方程 右边 的 分 子 、 分 母 各 除 以 入， 即 得 
dw 二 
dz 2zZ， 
或 Ow wthnz 
FE 
CO 10 
dz Zz+nw 
的 典型 形式 . 


当 Byz0 = 和 = 入 ) 则 (C -0)*+ 4By=0, 故 a0 人 ^^ 
天 CQ 、 入 关 0.、 入 = 2 . 取 变 换 


ys (6— a)z, 


人 a) 
N=YW+—————Z, 
则 可 将 上 方程 化 为 
E+ Bi 
Am 1 ? 


即 得 典型 形式 . (注意 6+Q 关 0, 否 则 入 = 0，00 一 By=0.) 
总 之 , 当 特 征 根 不 是 重 根 时 ,得 到 
A 人 =A 和 /Ns 夺 1, 
以 及 形 如 Ww = Cz 的 通 解 ;由 4 之 值 而 定 其 类 型 ， 当 特 
征 根 是 重 根 时 ,又 有 两 种 类 型 , 即 ， 
A=1, | 
W=0z 或 WW=z(lnz+O.， 
依 B=7=0 或 B 及 7 不 全 为 零 而 定 . 
下 面 研究 高 人 并 居 于 通 解 形式 的 影响 . 设 


和 = N+ Pw, z) ， 


Ti = jaz+Q(o， 2)， 
其 中 
Plw, 2)= 了) Iap0 2 
+ 
QQ 2) = 它 ， Gagw 24 
问题 是 :是 否 存 在 解析 变换 
w=£+ 2 Bena 
人 十 应 着 2 
% 三 邹 十 pa Vagt ne, 


i 十 六 站 2 


使 上 方程 化 为 


这 样 , 即 可 看 到 高 次 项 了 及 8 不 影响 通 解 的 形式 . 
要 决定 Was 的 形式 解 ,只 须 将 级 数 代 入 方程 , 比较 同 
次 掺 经 ye 的 系数 , 即 有 
{l(t — 1)A,+ PBA}ueg = 已 知 ， 


{oh + (Bl1)NA}vag = 已 知 ， 
a、 B>0, a+B>2, 
方程 右边 不 一 定 为 零 , 因 此 ,要 Wasg 、 vxg 有 解 ， 一 般 
要 加 上 条 件 
(a— 1)A,+ BA 0, oA + (B—1)AP 0, 
这 样 才 可 保证 Uag Uap 有 唯一 的 形式 解 . 
进一步 ,要 保证 收敛 性 .一 般 , 将 上 述 不 等 式 加 强 到 ， 
存在 一 个 正 数 5, 使 
l(a— lA+BA|>S(at+B— 1), 
wo,+(B- Dh|>S(a+B-1). 
这 样 才 可 保证 收敛 性 ， 
现在 ,如 果 将 h 及 和 s 看 成 复数 平面 上 的 两 个 点 , 则 
当 和 及 入 ,之 联 线 不 过 原 扣 时 , 可 以 取 S 作为 由 原点 到 
此 联 线 之 垂 线 长 ,上 面 的 条 件 即 满足 了 . 特别 , 当 a、B、y、 
0 是 实数 ,而 人 及 和: 是 复数 时 , 便 是 这 种 情形 . 
如 果 入 与 入 的 联 线 不 含 原 点 ,只 要 和 i/ 和， 及 入/ 和 
不 为 正 整 数 , 这 一 条 件 也 满足 . 
当 和 ; = HWX。 时 (n 是 玫 数 ，?>2) , 则 可 化 为 


得 到 积分 
E=- 庆 m(lnm+O)， 
这 时 ,高 阶 项 对 积分 形式 有 了 影响 . : : 
当 和 /和 为 负数 时 ,和 情况 较 复杂 .高 阶 项 有 影 啊 . 特 
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别 , 当 方程 为 实 系数 ,和 =i、 和 = -时 ， 有 中 心 及 焦点 
判定 问题 (这 将 在 后 面谈 到 ). 
总 之 ,如 Ai 与 入 之 联 线 不 会 原点 ， 并 且 入 /和 Ns 及 
和 /和 不 为 正 整数 , 则 高 阶 无 影响 . 
困难 的 问题 在 于 研究 全 局 性 的 结构 . 最 简单 的 周 其 
吸 数 W = sin(z + Cc) 满足 微分 方程 
jdw 
( 魏 ) =1~—w, 
这 是 单 周 期 的 函数 , 即 
Ww(2+ 250) = WZ). 
进一步 ,研究 方程 z 
(党 ) = (1~ ww) (1 bo’), 
其 中 0<K< 1 
定义 


了 dw 
VO ” 


| 
则 可 以 证 明 w 有 两 个 周期 , 即 4 和 2ik'. 即 
wz+ mAp+ in2k’) =w(z), 
其 中 m 及 nn 为 整数 . 
这 样 ,可 以 在 ZZ 平面 上 ,用 z=4mk 及 z=i2nk'( 其 
中 m,n 人 分 为 长方形 ， 的 列 加 以 


2| 


面 ，-9 光 = VOT-W (TRw) 是 双 值 的 ， 为 使 其 单 
值 化 ,需要 取 两 张 W 平面 , 由 W=1 到 W= 元 及 由 W= 
-1 到 w= -元 沿 % 轴 前 开 , 再 交叉 接 上 , 联 成 一 张 曲面 ， 


如 果 将 W 平 面 上 的 。 点 看 作 一 点 ， 则 可 以 看 成 是 将 两 个 

球 上 各 划 两 条 制 口 , 然后 再 交互 接 上 ， 则 得 到 一 个 环 面 . 

因此 ,可 以 看 到 ， 这 是 将 Z 平面 变 到 W 环 面 上 的 一 种 对 

应 . 对 一 个 z, 有 一 个 w; 对 一 个 w, 则 可 有 无 穷 多 个 z 

值 ,它们 之 间 相差 为 两 个 周期 之 整 倍数 z+m4k + in2k/. 
一 般 地 ,可 以 研究 在 变换 群 {T(z)} 


nz + BB, 


Yn2+6 (n=1,2,. on6n, — Banys = 1) 


T(z) 一 


变换 下 不 变 的 函数 ， 
ET.(z)) = F(Z)., 

上 面 的 w=sin(z +c) 便 是 在 ,=0, a,=60,=1，B,= 
土 2n7 的 变换 群 下 的 不 变 函 数 . 

例如 ， 椭 圆 函 数 是 在 y,=0、a@,=0,=1 及 B=b4k 
+ 订 2k' 下 的 不 变 函 数 . 

沿 这 个 方向 还 可 以 推广 .由 
( 受 
(各 
at 
可 以 推广 到 一 般 的 


(多) = Pw) Rom 一 和) 


只 : 
) =1~-w, 


) = (1—?20)(1— kuw’) 


其 中 Kk? 关 k? , 当 1 时 了 =0，1，2，…. 
取 两 张 WW 平面, 上面 有 2(n + 1) 个 分 支点 
土 b， 土 如,… ,十 记 ,， 
则 用 (n+ 1) 条 线 将 这 些 点 两 点 一 组 相 联 ， 这 些 线 互 不 相 
交 . 将 这 两 张 W 平 面 上 的 (n+1) 条 线 制 开 ， 然 而 交互 相 
联 , 使 每 个 分 文 点 都 为 两 层 的 公共 点 . 这样 得 到 的 曲面 ， 
是 一 张 有 个 洞 的 封闭 曲面 (如 下 图 ) .球面 是 n=0, 环 


面 是 n=1. 
这 样 , w = W(z) 便 是 由 乙 平 1 ( 
面 变 到 有 个 洞 的 W 闭 曲面 上 的 
函数 . 

n=0 时 ,z? 的 基本 定义 区 在 0<x<27z 中 ;n=1 时 ， 
2 的 基本 定义 区 在 0<xs 和 4，0<y?y 和 2K. 前 者 为 一 个 无 
限 长 (> 方向) 的 带 形 ,后 者 为 一 个 长 方形 . 对 于 一 般 的 n 
(>1)， 则 为 一 个 曲 边 的 2(n +1) 边 形 , 2(n +1) 个 内 角 
之 和 为 2X. 

这 样 , 便 得 到 在 一 特定 的 变换 群 (T,(z)} 下 

W(T,(z)) =W(z). 

亦 即 在 这 个 群 下 ， 函 数 W(z) 之 值 不 变 ， 故 称 这 个 函数 
w(2z) 为 在 变换 群 {T(z)} 下 的 自 守 范 数 . 由 此 可 见 , 自 守 
沙 数 实际 上 是 柱 面 上 的 三 角 函 数 、 环 面 上 的 椭圆 函数 在 
一 般 二 维 有 问 闭 曲面 上 的 推广 . 

设 z 的 基本 区 域 为 5。, 在 T, 下 变 到 5S,， 并 设 在 所 
有 变换 下 So 都 只 变 到 |W|=1 之 中 , 则 

2 (Se < 


er tr tii eo 


取 w 的 有 理 函 数 H(w), 其 极点 不 在 |w|=1 上 , 则 
作 级 数 (m>2) se 
9(w; H, m= HS) (SM ) ， 
可 证 明 ,在 |w|= 1 中 , @(w) 只 有 极点 ;并 且 ,由 于 


Gfrlw) qd ornvtBe _ ondp— Bpeyr 1 | 
do vd Itoo (FOTO) CY + Oe) 


故 
Of 0) = F040)"O(). 
因此 ,如 果 取 两 个 不 同 H 的 日 作 商 , 则 有 
OCF (Ww) Hi, m) Ov Hi,m) 

由 此 , 便 得 到 了 一 个 自 守 函数 ,这 是 庞 卡 菜 (H.Poincare) 
对 于 椭圆 函数 的 推广 , 这 里 的 记号 @ 也 是 由 椭圆 函数 
理论 中 引 过 来 的 , 只 不 过 在 椭圆 函数 理论 中 是 用 平移 Ww 
=W+4k 及 Ww = w+2k’i 来 作 最 基本 的 变换 ， 产生 平移 
群 W’= Ww + 4km + 2k/in, 而 这 里 则 用 W’ = 铝 渗 ， 
2.0.- B,y, 三 1 组 成 的 群 . - 

复 域 中 的 微分 方程 解析 理论 ， 与 函数 论 有 关 ， 微分 广 
程 和 函数 论 相 联系 的 结果 很 多 、 如 贝 塞 证 (essei) 方程 
及 见 塞 耳 函 数 ， 勒 让 德 (A. M.Legendre) 方程 及 勒 证 德 
函数 , 黎 曼 (G. F. B. Riemann) 方程 及 黎 曼 -P 二 数 , 高 
斯 (C. F. Gauss) 方 程 及 超 几 何 级 数 解 等 等 . 这 些 ， 在 物 
理 及 工程 中 经 常会 出 现 , 有 关 结 论 可 以 在 工具 书 中 查 到 . 

由 于 分 析 工 具 只 限于 在 一 点 的 附近 才 有 效 , 因 此 ,要 
研究 大 范围 的 解 的 性 质 ， 还 有 待 常 微分 方程 进一步 的 发 


4 


展 . 

在 这 个 时 期 ,在 代数 学 方面 取得 了 根本 性 的 突破 ,这 
就 是 引入 了 “ 群 * 的 概念 ， 以 及 证 明了 五 次 以 上 的 代数 方 
程 没有 一 般 的 根 式 解 公式 .平行 于 这 两 方面 的 成 就 ,党 微 
分 方程 也 有 了 根本 性 的 成 果 . 

从 正面 来 看 ,将 代数 方程 


Fz)= 3 evr=an |T (2—Zz.)=0 
的 根 (z1， Z 39 9 zz) 组 成 置换 群 ， 即位 置 互 换 ， 但 方程 仍 
不 变 , 法 国 青年 数学 家 佩 罗 瓦 (E. Calois) 证 明 ， 这 个 代 
数 方程 有 根 式 解 的 充 要 条 件 是 这 个 根 的 置换 群 是 可 解 


的 . 
对 于 常 微分 方程 


am dy 
Hr ts, ?)， Hr = UY, y) 


有 无 限 多 个 解 ECx，?y)》 = C， 这 些 解 也 可 组 成 某 种 置换 . 
这 种 置换 也 是 无 限 多 种 .假设 有 变换 

和 -or， 2)， 人 =, y)， 
亦 即 有 变换 

T=T(T; VW, Yo), Y= YT; Vo, Yo), 


当 (xo， yo) 在 一 个 解 
Pw, yo) = Co 


上 时 ,要 求 
LOCT Vo, Yo), YT Wo, Yo)) = CO!7) 
对 任 一 固定 的 7 也 是 一 个 解 ,挪威 数学 家 李 (M. S. Lie) 


证 明 ， 立 刻 可 得 出 原来 的 微分 方程 的 积分 因子 ， 具 体 地 
有 


-1 
Piz, y) Qs, ”| (Ql®, Wd Eg, 9) dy) = dD(w, Y) 
Ev, Yy) (2%, Y) 


是 全 微分 方程 .例如 , 齐 次 方程 


名 -1 
或 
dx d 
五 一 
在 
VD = W060", Y = Yoe™ 
变换 下 , 解 变 到 解 . 即 在 
dx dy 
dr dr 
变换 下 , 解 变 到 解 . 则 
用 芝 )am- ay 


f(y) 
是 全 微分 ,其 遂 积 分 妈 
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又 例如 


de - -y+vw + 1), 


tt 
vtymt 1), 
在 旋转 变换 下 , 解 变 到 解 . 即 
dp dy _y 
dr TY dadar™ 
下 , 解 变 到 解 . 则 按 李 的 理论 ， 
一 1 
一 ?LO 人 一 1 wt yw + 1) (w+ Uv + 
一 了 » | 
—1))dm (~ yi+r(w +y ~ 1))dy) 
—-1 2 
I + yy) + (% + — 1)Cyadm 


— way)) 


($= 7C0S0, y= 73ing) 


李 的 理论 很 简明 ， 但 是 ， 困 难 在 于 变换 群 的 微分 方 
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和 (ay)， 9y -ma， y) 
的 求法 ,没有 由 PP、8 求 &、 1 的 具体 办 法 ,因此 ,实际 上 
过 到 问题 时 还 是 困难 的 .一 般 , 可 用 这 个 理论 来 整理 已 知 
的 结果 ,可 以 看 到 它们 是 在 什么 群 下 的 不 变 方程 . 
平行 于 五 次 代数 方程 没有 一 般 的 根 式 解 的 结果 ， 刘 
维尔 (J. Liouville) 证 明 , 如 下 特殊 的 黎 卡 提 方 程 


2(2 十 1 
2 + =1+ 一 太一 


除了 ? 为 非 负 整数 0,1,2,…… 时 有 前 述 的 两 特 解 , 并 可 
求 通 解 外 ,对 于 其 他 的 v, 则 一 般 没 有 初等 解 ， 亦 即 由 这 
个 方程 经 过 有 跟 次 的 初等 运算 (包括 加 、 减 . 乘 、 除 、 习 方 、 
开 方 .对 数 、 指 数 、 微 分 .积分 ) 所 得 的 解 . 

刘 维 尔 的 这 一 成 果 ， 从 理论 上 结束 了 一 般 地 去 求 非 
线性 方程 的 通 解 的 尝试 .同时 ， 为 新 的 研究 方向 的 诞生 ， 
起 了 推动 作用 . 

虽然 五 次 以 上 的 代数 方程 没有 一 般 的 根 式 求解 公 
式 , 但 是 ,如 果 不 求 出 解 ， 人 们 仍然 可 以 得 到 关于 解 的 性 
质 . 一 个 重要 的 典型 结果 是 ， 

实 系 数 的 代数 方程 

jz) = > anz™"=0 
在 a<z<b 中 有 nn 个 实 根 的 问题 ,可 以 通过 
ff), fF (a0), je) fra) 
及 
060), fF 60), f. (0),., (5) 
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的 两 系列 的 变 号 数 之 差 来 决定 .这 里 , 记 
f(z) =fo(z).、 f(z) =f.(2), 
则 
fm(2) = —fm-a(2) + Om(z— dn)fm-ik2), 其 中 v=2,3,.…, nn, 
f(z) 的 最 高 次 为 n-m 次 ， 
这 样 ,经 过 代数 运算 ,不 必 去 求解 原 方 程 ， 也 可 得 到 
根 的 性 质 ， 这 是 斯 图 姆 (J. Ch. F，Sturm) 的 著名 成 果 . 
应 用 类 似 的 方法 到 常 微分 方程 ， 斯 图 姆 和 刘 维 尔 也 
得 到 许多 类似 的 成 果 . 例 如 ,对 方程 
Tor (Do + q(t)v=0 
(其 中 5c<t<2，2( 办 >0，2、2 、9 连续 ) 
如 果 有 两 个 独立 的 解 
v=9(t) 及 w=w(t), 
则 g(t) 及 外 所 的 零点 是 交错 的 ( 亦 即 pb 的 相 邻 的 两 
个 零点 中 , 必 有 人 姑 人 ) 的 零点 ); 反 之 亦 然 . 
例如 
Ionmv’ +w=0, 
则 两 个 独立 的 解 X=sinx 及 x=cosx 的 零点 分 别 为 
nn 及 (n+ 去 jt, 其 中 n=0, 土 1， 土 2,…. 它 们 是 互相 交 


错 的 ， 

证 明 用 反 证 法 . 设 p(t) 有 两 个 相 邻 的 零点 <ts 
a<ti<ts<b. 如 果 Y(t) 在 及 tt 中 没有 零点 , 则 由 于 
及 几 满 足 方程 , 故 两 方程 各 乘 以 少 及 p, 相 减 ,有 

(pp) ppy p=0, 
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ee te cite rest et ap epee thE eth teh teh tet ETE et 


0- | [eg 人 -Cg]d 
= | dL pp’y — poy’] 
=[p9V -pow 
= pH) SVE) = PED YEN NE), 
由 于 p(t，)、pP(t1) 同 号 ; ti 及 ts 为 g 之 相 邻 的 根 ， 故 
9 (及 9'(ts) 反 号 ,因此 ,W(ti) 及 V(t,) 只 能 反 号 ， 由 
连续 性 ， (1) 在 ti 及 如 中 有 零点 ， 
对 于 不 同 的 两 个 方程 ,可 以 进行 比较 . 设 
Lr= (p(t ) + g(t)% = 0， 
Lr= (p(t )’ + gat)s=0 
(其 中 g<t<b, p(t)>0, 0<gi(t)<gs(t)). 如 果 p(t) 
是 Lix=0 的 解 ,， p() 在 tL<t。 有 两 个 相 邻 的 零点 Q<t 
<ts<b; 而 YY 是 Lax=0 的 一 个 解 ， 则 (Ct) 在 (t1, ts) 
中 必 有 一 解 . 
证 明 不 妨 设 p(t)>0, 当 ti.<t<ts 时 ， 用 反 证 法 ， 
设 印 (人 >0, 当 所 <t< 姑 时 . 
0= 炎 Ci2 一 JI 
= pp) — pp )’ + (9, ~ 9) Ph, 
0<| gD -gp 
= | ‘ [YCpp’)’ ~ 9p) Id 
= | dLpep'y py)] 
= pp 一 PN ON 
30 


= pg Pt) — pg tt) <0. 

这 是 由 于 p(t3)>0，p(ts)>0, p(t1)>0, g'(t,)<0, 
q9(t)>>0， g(t)>>0, 故 得 出 矛 质 . 

这 里 ,我 们 可 以 看 到 :不 求解 ， 而 只 从 方程 本 身 的 比 
较 , 即 可 得 到 解 的 若干 性 质 . 

由 于 物理 问题 的 需要 ,这 时 出 现 了 新 型 问题 的 提 法 ， 
即 由 初 值 问 题 发 展 到 边 值 问 题 . 

[ 例 ] 艾 的 振动 .例如 两 端 男 定 的 芒 铭 振动 . U(X ,1) 
满足 方程 


wy 9 
25 ? 
及 初 值 : 
ul(z, 0) = flw), | -go， 
及 边 值 
uw(0, t=y(1, 1)=0,， 当 1t>0 时 . 
取 z 
WO t) = wm) TE), 
则 有 
dX(w) dTt) 
dv? t 
XW TD = 入 = 常数 ， 
以 及 (0)=X(1)=0. 
这 样 , 便 有 了 常 微分 方程 的 边 值 问 题 
dX : 
Rg) 08 
和 (0) = 于 (1) =0， 但 于 (w) 关 0， 
由 此 得 到 通 解 


Mee 
pr pr ei 


和 (oo) = Osinv w+OcosA/ Ny. 
要 求 X(0)=XX(1)=0, 则 0=Cs, 及 0=CisinMV 和 .由 
此 即 得 充 要 条 件 为 V 入 =Kz， 其 中 K= 土 1, 土 2,…， ps 
好 入 =knx’*, 其 中 土 1， 土 2. 
这 时 ,有 解 
(mW) = sin(Char sy., 
由 兹 可 见 ， 为 了 满足 边 办 条件， 入 只 能 取 特 殊 的 值 ， 印 
(kx) ,其 中 = 土 1, 土 2,… 这 些 离散 的 值 , 单调 增加 到 


无 限 大 .并 有 日 ,可 以 看 到 ， 
HiT) = gin (hr) (Fh=1, 2,..) 


在 0<x<1 中 有 且 只 有 (kK 一 1) 个 根 ， 这 种 特殊 的 值 入 ， 
称 为 方程 的 特征 值 ; 相 应 的 解 , 称 为 特征 函数 . 当 任 一 函 
数 X(x) 满 足 X(0) =XGD)=0 时 ,还 可 以 用 这 种 特征 函 
数 之 和 来 加 以 表示 , 即 

人 (WV) = > Qn (TV) = > CSInoyr0 ， 
所 有 这 些 性 质 , 可 以 很 容易 推 到 一 般 的 二 次 方程 

(2p%’) + (hr — gr=0, 

其 中 p'、r、4 是 实 连续 函数 , a<t<b; p>0, q>0. 以 
及 一 般 的 边界 条 件 


va)cosa— pe)w (a)sinag = 0, 
vb)e0sB — p(B)w’ (0b)sin B=0, 


入 是 参数 , 则 存在 无 限 个 特征 值 - 
Ao<AL LN limA\, = 十 coy 
其 相应 的 解 ( 即 特征 函数 ) 有 Xn《t) ,其 中 n=0, 1,2,.…， 
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则 x,(t) 在 (a, b) 中 有 且 只 有 nn 个 根 . 满足 边 值 条 件 的 
函数 还 可 用 这 些 特征 函数 加 以 表示 , 即 


v(t) = Sano( 有 区. 


傅 里 叶 级 数 便 是 这 一 类 例如 , 取 p=1,4=Xx*、r=1 即 
可 . 


三 、 常 微分 方程 实 定性 理论 


前 面 已 经 谈 过 ,一 方面 , 求 通 解 的 可 能 性 由 于 连 最 起 
码 的 非 线性 方程 黎 卡 提 方 程 都 一 般 没 有 初等 解析 解 ， 从 
而 结束 了 这 一 方向 上 的 努力 ; 另 一 方面 ,不 经 过 求解 ， 从 
方程 本 身 可 以 推出 解 的 许多 性 质 的 可 能 性 已 经 出 现 . 这 
样 , 常 微分 方程 便 已 到 了 再 上 一 一 层 楼 的 阶段 .这 一 阶段 终 
于 到 来 了 ,这 便 是 庞 卡 莱 开 创 的 实 定性 理论 . 

1881 年 起 , 庞 卡 莱 写 了 著名 的 《微分 方程 定义 的 积分 
曲线 》, 他 的 思想 是 :由 复 域 转 回 到 实 域 ; 由 解析 研究 转 到 
定性 研究 ;由 函数 研究 转 到 曲线 的 研究 ;由 等 式 转移 到 不 
等 式 ; 由 小 范围 转 到 大 范围 ;由 数值 的 研究 转 到 拓扑 性 质 
的 人 研究 ;由 定 解 转 到 曲线 的 全 体 研 究 , 这 就 是 实 定性 理论 
的 实质 . 

庞 卡 莱 在 奇 点 附近 的 拓扑 结构 、 奇 点 的 大 范围 研究 、 
极限 环 的 存在 性 与 唯一 性 、 环 面 上 的 微分 方程 .空间 周期 
解 附 近 的 情况 等 方面 , 作 了 系统 的 研究 ,这 些 成 果 如 下 ， 
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奇 点 附近 的 情况 .对 于 实 域 方程 组 


3 =arv+ bYy, 吃 = CC+ dy, 
则 从 其 特征 方程 
a—-A b 
aaht lad- bo er tae, 
C 地 一 和 


按 (p, 9) 参 数 平面 上 的 三 条 线 ， 
q=0; 02 一 49=059>0 中 之 2=0 


将 参数 平面 分 为 五 部 分 ,其 拓扑 特性 如 下 : 


q 达 0; 鞍 点 D<0 ,不 稳定 
p" -4q<0; 焦 点 (p>0 稳定 
a pz¥0| , 人 人 < 个 
a>d P 一 44>05 络 所 Lp>0, 稳 定 . 
pD=10, 中心 
其 典型 方程 如 下 ， 
dx dy _ 
鞍点 :三 ” dt 
dx d 
中 心 第 =7， 本 = 一 * 
dx 
稳定 焦点 r= ~X+y， 
dx 
不 稳定 焦点 “=X+》， 
dx dy 


稳定 结扎 二 一 光 ? -ar 2 
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d dy 
不 稳定 结 点 至 =x， 名 =2y. 


其 图 形 分 别 为 


y 


IAN 
NA 


Y y 


个 稳定 焦点 


不 稳定 结 点 
这 里 ,曲线 上 的 箭头 指 四 ,是 上 增加 的 方向 . 


, aE 2 et MRNA bm 
ep rp ai . 


8 
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这 几 个 方程 均 可 解析 地 积 出 ,得 到 
葡 局 : X= Xoe ， y= Ye 
中 心 : X=asin(t +t6), y= acos(t +t,). 
稳定 焦点 ， r= VX”+y” =1oe '， 


6- te-( 艺 )= t+t. 


不 稳定 焦点 : P= ~y XxX” 十 人 = roe’, 
0= tg-: 纺 = _t+to. 


对 这 些 初等 奇 点 的 拓扑 性 质 作 了 分 类 之 后 ， 进 一 步 
是 研究 高 次 项 对 于 这 些 奇 点 的 拓扑 性 质 的 影响 . 
考虑 方程 组 ， 


Cr 
Hr ethy +t 有 (29)， 


W080+ dy+ ry, y), 


其 中 XX(Xx, 3) 及 了 (x, y》) 是 高 次 项 . 用 定性 理论 的 方 
法 ,可 以 证 明 : 上 述 五 种 情况 中 ， 除 中 心 类 型 外 ， 其 他 四 
类 ,高 次 项 对 于 奇 点 附近 的 招 扑 结构 没有 影 啊 . 在 分 界线 
上 ,必须 考虑 高 次 项 的 具体 情况 , 即 分 4=08 9q>0,， P= 
0; 9>0, Pp?~44=0 三 类 都 要 考虑 高 阶 的 影响 .例如 4> 
0, p=0, 这 时 高 次 项 可 以 使 系统 成 为 中 心 , 也 可 以 使 系 
统 成 为 焦点 "下面 是 两 种 例子 ， 


QU 
E 例 1 -TOO +Y), Y= 一 4 一 4( 过 二 多)。 则 
0 
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故 奇 点 (0,0) 为 中 心 型 . 
L 例 2] ys), 2 - -Ty + 人 )， 则 


(vt) = — 2(% 1+) w+ 4/2 一 


1 
Wt 
d —1 2 - 。- 
= (过 ) = -1 0=0,-# 


故 
一 +o0,0>—-o0, V+Yy—0., 

故 奇 点 (0,0) 为 焦点 型 . 

对 于 高 次 项 为 解析 形式 (或 多 项 式 ) 时 ， 有 方法 逐次 
区 分 它 是 中 心 还 是 焦点 .如 果 高 次 项 是 二 次 式 , 则 已 有 公 
式 ,由 系数 即 可 直接 判定 中 心 或 焦点 . 当 高 次 项 是 三 次 以 
上 的 情形 ,只 有 一 些 零星 的 具体 结果 . 

对 于 q=0 的 情形 ,这 时 主要 要 看 高 次 项 . 后 面 我们 
还 将 看 到 这 类 情形 . 

由 奇 点 附近 的 情形 转 到 全 局 情形 ， 这 里 要 引进 一 个 
“指数 ”的 概念 . 

对 于 方程 组 


dy _ dy 
gr = 人 <(Y, y)， 全 T(%， 1) 


的 孤立 奇 点 (Xo， yo), 作 一 个 小 的 闭 曲 线 C 将 (xyo) 包 
围 ,使 其 中 际 此 奇 点 外 ,无 其 他 奇 点 , 当 点 (X， 了) 沿 C 反 
时 钟 方向 运动 一 周 ， 看 向 量 (X(Xx, y),，Y(x, 》)) 顺 时 
钟 或 反 时 钟 方向 绕 多 少 周 ,这 个 周 数 ( 顺 钟 为 负 ， 反 钟 为 
正 ) 即 此 点 的 指数 .以 1(P) 记 了 点 的 指数 . 则 有 
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7T(P) - 二 中 - 立 中 sg 二 ( 专 ) 
[| 0 


-去 (Xdr - Yd) 
~ 2% (XV, Y)) 二 (Y(w, y))” * 


对 于 初等 奇 点 ，4 才 0, 这 时 有 
+1; 当 9>>0 时 ; 
PT {yw 9<0 时 . 

即 藤 点 指数 为 -~ 1, 其 他 中 心 .焦点 . 结 点 的 指数 为 +1. 

对 于 正常 点 (Xo, Yo)， 即 ( 攻 (Xo， Yo0)) ”+ (Y (Xo;s 
Yo))* #0,WM) ICXxo, yo) = 0. 

利用 指数 的 这 些 性 质 , 立 即 可 以 得 到 ,一 个 周期 解 的 
内 部 必 有 奇 点 . 

这 个 结论 的 证 明 很 简单 .以 这 个 周期 解 作 为 C, 则 党 
C 有 TOC)= +1. 因此 ，C 中 不 可 能 都 是 正常 点 ， 否 则 
IC(C) =0 了 . 

将 指数 概念 应 用 于 全 局 ,例如 研究 地 球 , 所 有 的 纬 线 
看 作 微 分 方程 的 积分 曲线 , 则 南极 、 北 极 各 有 一 个 中 心 ， 
其 指数 均 为 1, 故 全 局 指数 之 和 为 2, 所 有 的 经 度 线 看 作 微 
分 方程 的 积分 曲线 , 则 南 ,北极 各 为 一 个 结 上 点， 其 指数 均 
为 1, 故 全 局 指数 之 和 也 为 2. 

一 般 , 如 地 球 上 的 等 高 线 看 作 微分 方程 的 积分 曲线 ， 
也 有 各 种 奇 点 .将 等 温 线 ,等 压 线 进行 研究 ,也 是 如 此 . 

庞 卡 莱 诈 明了 :， 在 球面 上 定义 的 微分 方程 〈 例 如 在 
xX-? 平面 上 ， 将 无 限 远 处 看 作 一 点 ， 即 可 从 拓扑 学 的 角 
度 看 成 一 个 球面 ) 其 所 有 奇 点 的 指数 之 和 为 2, 即 ， 

27(P)=2. 
球面 
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进一步 ,研究 环 面 . 例 如 ，0-9 平面 上 ,对 于 0 及 9， 
均 可 将 相差 整数 者 看 作 同 一 个 数 , 以 [Xj 表示 x 的 整数 
部 分 , 则 可 将 x 及 x 一 [Xj 看 作 间 一 个 数 .这 样 (0,，q) 便 
定义 在 

0<0<1, 0<p<1 
当中 ,也 可 用 (mod.1) 来 表示 , 即 
v=7T— [2] (mod 1). 

例如 1 与 0 看 作 辣 一 数 ,1.1 与 0.1 看 作 间 一 数 . 这样 ， 
(9, 9p)(mod 1) 便 是 在 一 个 环 面 上 . 随便 考虑 一 个 环 面 
上 的 方程 


a0 dg 
El 


则 其 解 为 06-9 = 常数 .因此 ,没有 一 个 点 是 奇 点 . 于 是 环 
面 上 所 有 奇 点 的 指数 和 为 0, 亦 即 
名 《二 ) =0. 

更 进一步 ， 在 有 允 个 洞 的 二 次 闭 曲 面 M” 上 定义 的 

微分 方程 ,有 指数 和 为 2(1 -nn). 亦 即 
DTP) = M’) =2(1—n). 
这 里 球面 n=0, 环 面 n= 1 是 特例 . 记号 XCM2 ) 是 欧 拉 - 
希 卡 莱 示 性 数 . 这 个 数 又 可 以 用 下 面 的 方法 来 定义 ,即将 
二 次 有 疝 闭 曲面 M? 用 三 边 形 分 制 为 苦于 小 块 , 则 
XC MI) = a — a 十 Ca， 

Qo 是 点 数 ，Q1 是 线 数 ,as 是 面 数 . 

例如 将 球面 用 三 张 互 相 垂 直 的 平面 分 割 为 8 块 球面 
三 角形 ,这 时 有 6 个 点 A、B、C、D、E、F, 12 条 边 AB， 
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AC. AD. AE, BC. CD. DE. EB FB FC、 FD. 
FE, 和 8 个 面 ABC、ACD、 ADE, AEB、 FBC、 FCD、 
FDE、FEB. 即 


go=6, a=12, a,=8,. 


X( 球面)=6--12+8=2. 


7 \ 


心 作 一 个 中 心 , 则 这 些 顶 点 便 成 了 鞍点 .由 此 可 得 到 奇 点 
指数 之 和 


SICP)=8x(+1)+6x(—1)=2. 
球面 


上 面 的 一 般 关 系 可 以 用 微分 方程 的 指数 和 来 加 以 验证 . 

通过 这 个 研究 ， 庞 卡 勒 一 方面 发 展 了 常 微分 方程 实 
定性 理论 , 另 一 方面 也 开始 了 组 合 拓扑 学 的 研究 ,因为 这 
些 性 质 只 与 闭 曲 面 本 身 有 几 个 洞 有 关 , 与 分 割 方式 .与 微 
分 方程 的 具体 形式 均 无 关 . 由 此 , 它 只 由 闭 曲面 本 身 的 拓 
扑 结构 所 决定 . 

从 具体 的 微分 方程 的 研究 引导 出 一 般 的 组 合 拓扑 学 
的 研究 , 反 过 来 又 给 以 微分 方程 的 性 质 以 更 明确 的 概括 ， 
这 是 一 个 很 好 的 研究 工作 的 范例 . 

在 平面 定性 理论 中 ， 庞 卡 勒 引进 了 一 个 很 重要 的 概 
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念 ,极限 环 一 一 孤立 周期 解 .最 简单 的 例子 是 方程 组 


0 
HY-%r TY 一世， 


y+ 1), 
这 个 方程 组 只 有 一 个 实 奇 点 X=y=0， 它 是 一 个 不 稳定 


的 焦点 ,但 是 , x’+y?=1 是 一 个 解 ， 一 个 周期 解 注意 
到 


< —200 1+) + 1), 
{ 
因此 ,对 x*+y*=1 内 的 曲线 ， y 
d(x? + yy?) 
a > 


对 x?”+Y?=1 外 的 曲线 ， 
d(xX?+Yy?) 
< 


它们 都 旋转 地 向 x* +y”=1 无 限 


接近 (如 图 ). 
用 极 坐 标 , 有 
ST rl 7) = 
这 种 孤立 的 周期 解 ， 在 平面 定性 理论 中 占 了 中 心 重 
要 的 位 置 . : 


类 似 于 一 个 函数 y= fxX) 的 结论 如果 f(a)，f(5) 
<0, 且 f 在 a<x<b 中 连续 ， 则 了 在 [a, 5] 中 至 少 有 
一 个 零 氮 ; 在 微分 方程 中 ， 也 有 类 似 的 结论 设 一 个 方 
和 三 组 
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cx dy 
9), dT, Y). 


在 一 个 平面 环 域 的 两 边界 上 ， 积 分 曲线 当 t 增加 时 的 走 
向 (由 内 向 外 ， 或 由 外 向 内 ) 是 反 


© ~ 向 的 ,又 设 环 域内 没有 奇 点 , 则 环 
域内 至 少 有 一 条 极限 环 . 
以 前 面 的 例子 为 例 . 取 两 个 


则 ci 及 Cs 中 夹 一 个 环 域 ， 这 个 环 域 中 没有 奇 点 
二 < 和 ty <2). 


在 or 上 = -2(2)(2-1)= -4<0， 


故 积分 曲线 由 外 走向 内 . 
在 cs 上 ,和 二 > 


故 积分 曲线 由 内 走向 外 . 
因此 ,不 用 积分 , 即 可 知 在 亏 <x*+y*<2 中 至 少 有 
一 条 极限 环 ， : 
这 种 特殊 性 质 的 曲线 ， 在 工程 技术 中 起 了 很 重要 的 
作用 .在 无 线 电 技术 中 出 现 的 范 德 坡 (B. van der Pol) 方 
各 


写成 


oflyl_ 1 
oa a( (3 1)= 吉 >0， 


9 十 5(2 一 D+v= 0, s&s>0, 
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则 在 奇 点 (0,0) 附 近 

E 一 人 1 
-1] 一 人 

故 P= -s<0, 故 (0,0) 是 不 稳定 的 奇 点 ， 积 分 曲线 由 奇 
点 附近 四 外 走 ， 


10， s>0, 


在 ~ 点 处 ,用 变换 
6= Bi n= / 
再 引入 极 座 标 
= 7c0s0, n= IsinO， 
则 可 以 有 方程 组 
” 和 = e( 二 cos2 0 一 r? )eos?g， 


72 和 一 本 sinbcoss 0 — (ssingeosg 上 + 1)72。 


注意 到 了 cos8 -请 = 0 是 切 于 六 轴 的 两 个 圆 ( 如 右 


图 所 示 )， 在 这 两 个 圆 中 ,积分 曲 
线 由 奇 点 向 外 走 , 而 在 两 圆 之 外 ， 


> 二 cos’0. 


7 


a 


r=- (esinOcos0O + 1) 


gs SinGecosQ 
3 72 


注意 到 这 时 0~ 子 或 半 T， 故 全 一 -1 
因此 ,积分 曲线 不 能 在 圆 外 走 入 上 = 人 = 0， 由 此 得 到 ,无 
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.一 ws i 


限 远 点 是 不 稳定 的 奇 点 . 

这 样 ,原点 (0,0) 附 近 的 积分 曲线 向 外 走 ， 无 限 远 处 
的 奇 点 的 积分 曲线 向 有 限 处 走 ， 当 中 没有 其 他 奇 点 . 因 
此 ,一 定 存在 极限 环 . ， 

并 且 , 不 经 过 积分 ,还 可 定性 地 证 明 只 有 一 条 极限 环 ， 
它 是 稳定 的 , 亦 即 其 他 积分 曲线 都 向 这 条 线 不 断 逼 近 . 

这 个 性 质 在 技术 上 很 有 用 . 例如 无 线 电 发 射电 磁 波 
希望 得 到 稳定 的 波长 和 频率 ,但 初始 时 有 干扰 ,利用 稳定 
极限 环 的 存在 ,每 秒 钟 这 些 曲线 绕 原 点 百 万 次 ,因此 很 快 
就 到 达 这 个 稳定 周期 解 上 . 

关于 极限 环 ， 还 有 许多 问题 需要 研究 ， 典 型 的 问题 
是 ;如 果 方 程 右边 是 不 高 于 n 次 的 多 项 式 


T= Xly, 2%) ， SY = 了 rw， 9)， (Cb,) 
则 最 多 有 几 个 极限 环 N(n)， 并 且 它 们 之 间 的 相互 位 置 
如 何 ? 
现在 已 知 的 是 : 当 n=2, 则 最 多 数 为 
N(2) = 4; 
并 且 , 它 们 的 相对 位 置 为 (1,3) 结 构 , 即 如 下 形 ， 


CD 


在 二 次 有 问 闭 曲面 M* 上 ,没有 奇 点 时 ,，M? 必 为 环 
面 .因此 , 环 面 上 的 微分 方程 是 值得 单独 研究 的 .在 现实 
生活 中 ,地 球 绕 太 阳 ,月球 绕 地 球 运动 ， 由 于 月 球 所 在 的 
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平面 白道 平面 与 地 球 所 在 的 平面 黄道 平面 有 一 个 5 的 来 
角 ,不 是 一 张 平面 ,因此 ,从 太阳 看 月 球 , 便 是 在 一 个 环 面 
上 运动 . 

环 面 上 没有 奇 点 的 方程 ,最 简单 的 是 ， 


全 = (第 数 ) (mod 1). 


如 果 上 4 是 有 理 数 = 所, 其 中 p、q 为 整数 , 则 9 一 0。 
=Dk、9 一 9。=qk( 其 中 为 整数 ) 时 ,有 
0-0=0, 9 一 pos0 (mod 1). 

即 (6, q) 回 到 初始 值 (0。，, qo). 因此 ， 所 有 的 解 都 是 周期 
解 . 
如 果 & 是 无 理 数 , 则 对 任何 数 K， 

0 一 = 1%, p— Po=6. 


当 hk 为 整数 nt 时 ， k= 为 无 理 数 ， 因 此，p 一 po=k 


有 一 9o 顽 0(mod1)， 故 (89, 9) 永远 不 会 回 到 (60。，9。). 
亦 即 不 存在 周期 解 . 当 4 = 无 理 数 , 还 可 以 证 明 : 在 任何 
环 面 上 的 点 的 任何 邻近 ,任何 解 都 无 限 次 通过 它 , 从 概率 
统计 学 看 来 ,这 叫做 “各 态 历 经 ”， 
对 于 一 般 的 环 面 方程 
mg _ 
Ci 
如 果 不 存 在 奇 点 , 即 
[@ (0, 9) 门 "+ [PB(0, p)J*#0, 对 所 有 (6, 9). 则 对 
于 任 一 个 解 , 均 有 同一 极限 ， 


@.0, 9)， -go, pg) (mod 1), 


43 


lim 00 
-co 人 


1 只 与 方程 有 关 . 

并 且 ,可 以 证 明 : 周 期 解 存 在 的 充 要 条 件 是 人 为 有 理 
数 . 

环 面 已 经 是 在 三 维 室 间 了 ,因此 ,研究 也 就 转 回 三 维 
空间 . 

下 面 是 一 个 关于 三 维 空间 中 周期 解 的 存在 性 定 理 ， 
如 果 方 程 组 


dm dy 
证 = 鼠 (7， Y, 2), =, Yy, %),， 字 


存在 一 个 (Xx,y,z) 空间 中 的 环 面 工 ， 积 分 曲线 均 由 了 外 
/jp 穿 入 T 内 (或 由 TT 内 容 出 T 外 )， 
/~ 并 且 积 分 曲线 都 在 了 内 旋转 ，T 
下 > 中 无 奇 点 ， 如 图 ， 则 环 面 内 必然 
存在 周期 解 . 

在 一 个 周期 解 附近 ， 积 分 曲 
线 的 性 质 可 能 很 复杂 . 为 了 研究 它 ， 可 以 把 座 标 原点 搬 
到 周期 解 上 , 取 垂 直 于 周期 解 的 面 作为 (E,m) 平 面 ， 则 在 
周期 解 附近 ,有 方程 


Se = A(E, 7;1), P= BE, 7; £). 
A.B 对 于 上 是 周期 函数 ,E=11=0 时 AA=B=0. 不 妨 设 
周期 为 25. 对 于 最 简单 的 线性 方程 组 


da 
=a(DE +10)n, 名 =C() E+ dt)n, 


= 人 (常数 ) 。 


=ZL(wW, Yy, 2) 
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取 初 值 E=1、7=0, 及 E=0.17=1, 经 过 上 由 0 变 到 2r， 
得 到 E=w、?I=8B 及 E=?7、1=6 这 样 ， 便 得 到 一 个 定 


阵 
a BB 
(» ,)- 
可 以 作 一 个 特征 方程 
wa 一 ex 8B 
= 0 
Y 人 一 Ex25 
注意 ,这 时 a0 -By>>0. 
或 者 写成 
cxX-A 6 ， 
y s_ 8 [=8 +PS+Q=0. 


则 当 两 根 $1 及 3$: 有 |Si|<1、1Ss|<1 时 , 这 个 周期 解 是 
稳定 的 ， 即 其 附近 的 积分 曲线 当 t 一 十 吕 时 ， 癌 它 通 近 . 
只 要 有 一 个 |S,| >1, 则 这 个 周期 解 是 不 稳定 的 , 即 其 附 
近 有 积分 曲线 , 当 t-> + 时 离开 它 . 

故 渐 近 稳定 的 参数 域 在 四 条 直线 所 界定 ， 

Q=0，Q=1，P-Q-1=0， P+Q+1=0, 
或 用 不 等 式 ， 
0<Q<1, P-Q-1<0, P+Q+1>0. 

我 们 已 经 接触 到 运动 稳定 性 的 4 

问题 .这 方面 系统 的 工作 ,由 苏联 数 


学 家 李 雅 普 诺 夫 (A. M. JIsmyHoB) -SP 
开始 ,; 设 有 一 个 方程 组 -1 1 


Uo) . 
a = 人 700a， Wa t)，, (9) = 1 ， 2 ， n) 
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i ™ 
TE ry. et er 


它 的 一 条 解 曲线 Co: 
vw; = WE Pio, Too **, V0) 
t=0 时 有 X' (0; Xi09 Xno) = Xjo: 
如 果 对 于 任何 正常 数 e>0, 存 在 6>0, 使 当初 始 值 
(Wi0, 2230， ， loo) 
与 初始 值 


(Wi0, Woo, ''*, Vno) 
的 距离 小 于 6, 即 
VD on) <6 
时 , 便 可 以 保证 ;1>0 时 ,相应 的 解 与 Ce 的 距离 
V > (w(t; Vio, V20s***， V40) 一 2 (¢; Vio, 20 sno) ) <8, 
则 称 C。 所 定义 的 运动 是 稳定 的 ; 否则 , 称 C。 为 不 稳定 . 
如 果 C。 稳定 ,并 且 还 有 条 件 


lim \f 六 (tt io …y0no ) — w(t Wi0s*'* ,Vno)’) = 0， 
则 称 Ce。 所 定义 的 运动 是 渐 近 稳定 的 . 
下 面 是 一 些 主要 的 结果 ,对 于 常 系数 系统 
-cm 《7 = 1， 2 …，%%) 
作 特 征 方程 
加 加 1， 当 7= 人 时 
| (Qjr) Om =0., (an=to 当 j 关 上 时 ) 


如 果 所 有 的 入 的 实 部 为 负数 
Re(%,) <0, (j=1, 2 n) 
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则 零 解 x: = xs =… = Xx,=0 是 渐 近 稳定 的 . 

如 果 至 少 有 一 个 和 的 实 部 为 正 数 ， 

Re(hy)>>0， 对 某 一 个 思 
则 零 解 Xi = Xs = … = X= 0 是 不 稳定 的 . 

对 于 线性 项 后 再 加 上 高 次 的 非 线 性 项 ， 这 个 结论 仍 
然 不 变 . 

当 所 有 Re(A,) <0, 但 有 某 个 Re( 和 ) = 0， 这 时 称 为 
“临界 情形 ”. 例如 n=2, 和 =i, 和 As= 一 ii， 这 时 ,前 面 已 讲 
过 ,这 是 中 心 和 焦点 的 判定 问题 . 

最 简单 的 情形 是 : n =2, 和 =0, 入 <0. 这 时 ， 依 高 
阶 项 的 性 质 ,而 可 分 为 四 类 .以 下 面 的 方程 为 例 

Tam, yy.- 一 4 
这 组 方程 N = 9, 和 = -1<0. 它 是 临界 情形 . 这 组 方 各 
可 以 积分 ,得 到 
1 


i Y= Yoe tt, 
Vo 


m>1 


这 里 ,分 四 种 类 型 ， 


m= 偶数 ,不 稳定 (或 部 分 不 稳定 ) 
ot -奇数 人 <0, 渐 近 稳 证 ; 


&>>0, 不 稳定 
QC=0 稳定 ,但 不 是 渐 近 稳定 . 


下 面 是 四 种 情形 示意 图 ， 


EE rE EE et 


y ] Y 
NS RN 
入 / /fi \ 7 iN | 
=2,0=1 m=3,a= -1 m=8,%= +1 a=0 


这 里 也 可 见 到 高 阶 奇 点 的 复杂 性 . 

”” 李 雅 普 诺 夫 发 展 了 一 套 方法 ,来 处 理 运动 稳定 性 . 常 
见 的 是 李 雅 普 诺 夫 函 数 法 ， 其 几何 学 实质 类 似 于 庞 卡 莱 
的 无 切 环 线 , 即 曲线 均 向 内 穿 入 的 环线 ,其 物理 实质 来 源 
于 系统 的 总 能 量 .例如 ,二 阶 振动 方程 


不 去 求解 特征 根 ,而 只 研究 系统 的 总 能 量 
1 。 1/dyv\’ 
刀 - 计 只 + 冯 ( 于) ， 


则 当 五 对 上 微分 ,有 


过 -过 +( 客 ( 称 )- (全 ) < 
故 E 不 增加 . 因此 ,将 系统 写成 
Am dy 
dy a 27Y, 


则 《x, >)= (0, 0) 便 是 稳定 的 . 这 时 , 取 &=6 即 可 . 
对 于 线性 方程 ,人 们 可 以 求解 ， 而 对 于 非 线 性 振动 ， 
例如 
dw dc 
(号 


便 不 能 求解 了 .但 是 ,利用 李 雅 普 诺 夫 的 办 法 ， 立 即 可 以 


3 
) +w=0, 


i 
re ee 


作 同 样 的 函数 ,这 时 


dE dy dw) 5) = (2) < 
宇 =" 天 +( 生 (3 TE/ ~ 


仍然 可 得 出 稳定 的 结论 ， 这 就 显示 出 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 
优越 性 . 

这 方面 ,结合 近代 的 自动 控制 理论 ,得 到 了 重大 的 发 
展 . 


、 本 世纪 常 微分 方程 的 重大 发 展 


常 微分 方程 不 断 受 到 提出 的 实际 问题 的 挑战 , 间 时 ， 
也 不 断 创造 新 的 理论 和 开拓 新 的 领域 . 

最 初 是 三 体 问题 的 挑战 .研究 日 地、 月 三 体 互相 吸 
引 ,每 个 体 有 三 个 位 置 座 标 (X,, y,,2,) 及 三 个 分 速度 (%,， 
》,，20)( 其 中 i=1, 2, 3)， 共有 18 个 变量 ;每 个 体 有 三 个 
二 阶 方程 ,例如 ,对 ;= 1 有 


卫 da 3 一 Pp: 时 多 
t Fig ig 72as 9 18 


/Ne 
ti = (Di — 0) + (Vy — YI (2 一 2 。 


可 化 为 两 个 一 次 微分 方程 , 即 


do 
at 


二 小! ， 


7m, dt -人 ie (Ws 一 V1 ) 人 (Ws 一 》 
1 


at ig 12 ?Ts 7 8 ” 
这 18 个 方程 有 十 个 已 知 的 代数 积分 , 即 总 能 量 守恒 ,三 个 
3 


方向 的 动量 守恒 ,及 六 个 角 动 量 守恒 的 关系 . 除 此 而 外 ， 
至 今 还 没有 发 现 其 他 的 已 知 关系 .这 样 , 到 今天 为 止 ， 仍 
然 是 一 个 理论 上 的 挑战 . 

虽然 还 不 能 正面 解决 ,但 却 带 动 出 “动力 系统 ”这 一 
新 的 分 支 . 例 如 人 们 可 以 不 经 积分 证明: 如果 只 考虑 日 、 
地 ,月 三 体 , 则 可 以 断定 ， 以 后 月 球 不 会 由 地 球 的 卫星 变 
成 太阳 的 行星 ,这 是 非常 有 趣 的 定性 结论 . 

除了 定性 理论 的 发 展 外 ， 近 似 解析 解 的 理论 也 在 发 
展 . 考虑 到 太阳 的 质量 是 地 球 的 质量 的 3.3 x 10 倍 ， 因 
此 ,可 看 作 太阳 不 动 ,地球 绕 太 阳 运 动 ， 而 月 球 的 质量 只 
有 地 球 的 质量 的 1/81， 因 此 ， 研 究 月 球 只 能 看 作 绕 地 球 
转 .这 样 , 以 质量 之 比 ,可 以 看 成 * 小 参数 ” .因此 ， 将 解 展 
成 小 参数 的 千 级 数 , 零 级 近似 即 不 要 小 参数 项 ， 解 出 后 ， 
再 加 上 小 参数 项 的 影响 ， 这 样 便 得 到 解析 形式 的 但 又 是 
近似 的 解 . 
例如 ,研究 范 德 坡 方程 


a 
I +8(v*—1) +=0, 0<el. 


2 为 小 参数 . 则 零 级 近似 是 将 =0， 即 有 


dw 
to. 


其 解 为 下 面 的 形式 ， 
vt) = Asinw = Asin(t + 9), 
当 A 固定 时 ， 


CO 
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下 面 研 究 & 对 A 及 x 的 影响 . A 及 x 为 t 之 图 数 , 则 


dw(t) dA) 
df ~ di 


sinw+ 4 ( 1 十 守 jeosr. 


两 个 人 人) 相 比 ,近似 地 有 关系 


多 sinz + 4 (等 fF COSY = =0, 


另 一 方面 , 对 分 =Acosx 再 微分 ,有 


dw dd aPp \.. 
Gr A @ + ing. 
但 方程 有 
ow 2 dw 
"ad = —8(w 一 1) a 
= —8(A’sin’w — 1) Acos%w — Asin%, 
即 得 关系 
5 COS4 一 -A(1+ + sins = -edsin’w— 1)Acosw— Asin% 
与 
aA dgp a 
合并 , 解 出 
5 = —éA(dsin’w— 1)cosy, 
9 =8(44sin’w— 1)coswsinys. 


右 方 含有 A(t) 及 x(t), 是 t 之 函数 . 在 t 由 0 到 2r 中 
积分 , 设 A() 基 本 上 不 变 , 即 近似 地 有 
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dA 2 gn 2 -2 4(1- 夯 ) 
写 - 志 | A(Asin’w — 1)c0s8% dw = 7 1 上 


4=0 及 4=2 是 两 解 , 前 者 为 奇 点 ， 后 者 为 周期 解 的 近 
似 位 置 . 对 A 求 积 分 ,有 
ci 


A(i) TF 1 , ,, .lie 
11 + D 


当 Ao 关 0 时 ， 
lim A({t)=2., 
t+o0 


对 于 ,近似 地 也 有 
dP _ 2 
dit 2x 


即 9 = po( 常 数 ). 因此 ,近似 地 有 解析 形式 的 解 


和 
Pe 


.3 
| (Asin?w— 1)coswsinwadrz=0. 
0 


Sin(t+ yo), 
ia DB 
这 是 由 A。 及 yo 两 任意 常数 表示 近似 的 通 解 . 

这 方面 的 工作 正在 大 发 展 ， 包 括 大 参数 及 小 参数 的 
研究 .这 些 研 究 都 和 非 线性 振动 的 研究 相 联系 ,并 正在 发 
展 . 

男 一 个 重大 的 应 用 领域 是 控制 理论 .在 这 方面 ,出 现 
了 许多 新 的 研究 .例如 依 徘 反馈 来 实现 控制 , 则 一 切 反 馈 
都 必 含 有 时 间 注 后 现象 .这 是 因为 ,一 切 信息 传送 都 要 时 
闻 ,所 以 瞬时 传递 只 是 一 种 简化 .最 简单 的 反馈 系统 是 


0 =av(t) + bw(t-T), 7>0, 


vt) EA, 


34. 


这 里 7 是 时 间 灌 后 .如 果 不 计 它 , 则 有 方程 


0 = (& +0)%00). 


只 要 +b <0, 则 系统 便 是 稳定 的 .但 是 ,如 果 考 碟 7， 则 
这 个 结论 不 一 定 成 立 . 以 
v=e" 

代入 有 时 洗 的 方程 , 则 得 到 

入 =C 二 De 
这 是 一 个 入 的 超越 方程 .都 乘 以 和 ,并 命 

A=ar, B=07, 
则 有 

和 XT= A+ Be 一. 
当 AT=iy、y 为 实数 , 则 有 

y= At+Be = A+ Becosy— ‘iBsiny, 

即 和 A+Bcosy=0,y= 一 Bsiny, 得 到 入 及 B 用 >》 作 
参数 的 表示 式 


A=-Y , B=- 2 
te Siny 


当 y 由 0 变 到 了 ,再 变 到 x,(A， B) 由 (1, 1) 变 到 (0， 
-也 )， 变 到 (- co, - co) 这 是 


条 件 稳定 与 条 件 不 稳定 的 分 界 
线 ,， 而 A+B=0, 则 是 绝对 稳 一 
定 与 绝对 不 稳定 的 分 界线 (如 条 件 稳定 
图 ). 由 此 可 见 , 当 At+B<0 
时 ,有 三 种 情形 ， 
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-有 
一 Ca ; ! ， . . rr 人 ba ob 
= it he i 区 于: 


0 学, 则 对 任何 T>0, 系 统 为 稳定 . 
4G<0， 则 要 看 了 的 大 小 ,分 界线 在 


了 (3<0) 


因此 , 当 |a|< -b 因而 a+b<0 时 ， 要 看 的 大 小 来 决 
定 系统 的 稳定 性 ， 最初 的 火 第 设 计 中 ， 没 有 考虑 的 作 
用 ,因而 产生 了 燃烧 不 稳定 的 现象 , 使 得 人 们 必须 考虑 1 
的 存在 . 

这 类 问题 引起 了 泛 函 微分 方程 的 研究 ， 并 正在 发 
展 . 

实际 物理 及 工程 问题 中 ， 数 学 模型 常 有 省 略 或 参数 
不 准 的 问题 ， 因 此 ，、 要 求 建立 的 方程 本 身 的 结构 是 稳定 
的 ,也 就 是 要 求 方程 系数 本 身 的 微小 变动 ,方程 解 的 性 质 
不 要 发 生 质 变 . 以 最 简单 的 振动 方程 为 例 ， 


dw de 
df 


Pp、4 为 常数 时 ,这 个 系统 是 渐 近 稳定 的 . 可 以 进一步 证 
明 , 当 了 及 49 微小 变化 ,仍然 如 此 . 亦 即 : 存在 一 个 小 正 
数 =e(pP，949)>>0, 使 得 , 当 

2 <s、 | |<e 


+ gr=0, p>90, q>0. 


时 ， 
dv(#) 
dr 2 


的 零 解 x= 移 = 0 是 渐 近 稳定 的 .这 便 是 结构 稳定 性 . 这 
56 


et) 


+ pt) 一 一 一 一 二 (0 有 =0 


方面 的 工作 正在 发 展 . 

从 理论 方面 看 , 常 微分 方程 经 历 过 实 域 解析 理论 , 复 
域 解析 理论 . 实 域 定性 理论 三 个 阶段 后 ,现在 又 在 向 复 域 
定性 理论 方面 发 展 . 这 是 因为 ,许多 研究 表明 ,若干 根本 
性 的 规律 是 在 复 域 (例如 n 次 代数 方程 有 天 个 根 是 在 复 


域 中 成 立 的 ) .这 就 促使 人 们 研究 复 域 .对 于 实 方程 组 


de do 
BU wo， = Xu, 5), (££) 


自然 扩充 到 复 域 , 即 命 
w= = TPT=itto, 


则 方程 可 目 然 扩充 到 


a a 
m= Uw, z)， gr z), (CB*) 


这 时 ,(w, x) 平 面 的 曲线 族 
fu, 7) =C 
便 目 动 扩 充 到 
大 20z) = 6 + Le,, 

即 (ww，V, XxX,》) 四 维 空间 中 的 二 维 曲 面 族 

: z 人 ee 2)) = Ci， 

Im( flw, z)) = 506,. 
由 四 维 空间 二 维 曲 面 族 的 研究 来 看 实 平面 (4，x) 上 的 

以 最 简单 的 有 极限 环 的 方程 为 例 ， 


de | 2 
gr = -w+ + wm 1), 


oo 2 吕 
-gto 十 他 —1)., 
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目 动 扩张 到 复 系统 


dw 9 2 
dT - 2 十 (2 二 天 一 1)， 


TE 1) 。 


它们 有 复 域 中 的 通 解 . 

(202 上 22 一 1 一 他)= 党 数 。 
这 里 有 三 张 曲 面 

w+22—1=0, w+z=0, w-=0, 
和 三 个 厅 挟 


(2:2:1)=(0:01)， (1 2 0)， (1, —%, 0). 

后 两 点 在 无 穷 远 处 .可 以 看 出 ,过 每 个 奇 点 有 上 述 三 张 曲 
面 中 的 两 张 ,上 述 三 张 曲面 中 ,每 一 张 上 有 两 个 奇 点 ， 形 
成 一 个 三 面 形 .这 三 张 曲面 都 是 孤立 极限 曲面 ,其 定义 如 
下 :对 于 一 个 积分 曲面 ,及 其 附近 的 积分 曲面 多 ', 如 
有 多 /一 多 但 多 力 多 ', 则 称 多 为 “孤立 极限 积分 曲面 *. 这 
样 ,可 以 看 到 , 实 极限 环 Ww*+ Xx*=1 原来 是 复 域 中 的 孤立 
极限 积分 曲面 w+ z=1 与 实 平面 y>=v= 0 相 截 的 痕 
迹 ， 这 张 孤立 极限 积分 曲面 ws+ 2z:=1 过 无 限 远 处 的 两 
个 奇 点 (W:Zz: 1) 一 《1: 土 i:0), 从 这 无 限 远 处 的 奇 点 ,算出 
这 张 孤立 极限 积分 曲面 ， 则 可 以 追 回 到 实 平面 上 的 极限 
环 . 

关于 复 域 的 定性 理论 ,已 开始 系统 的 研究 .在 奇 点 方 
面 ,对 于 


dw a 
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“< h =a0- By 0, 


其 两 特征 根 和 及 入 ,可 定义 一 示 性 数 
A 


em 


可 以 由 A 之 值 来 判定 奇 点 WwW=z=0 附近 积分 曲面 分 布 
的 拓扑 结构 .具体 地 ,有 下 面 的 分 类 及 判定 关系 : 


积分 曲面 族 的 拓扑 结构 
类 型 | 解析 淹 据 |- 
过 奇 点 的 积分 此 面 孤立 极限 积分 曲面 
焦 点 型 | Im(4)#o0 | 所 有 的 积分 曲面 有 和 且 只 有 两 张 
结 点 型 | J 四 (4)=0 | 所 有 的 积分 曲面 没 有 
Re( A)<0 
中 心 鞍 点 型 2 | 有 且 只 有 两 张 没 有 
Re(A)>0 


高 次 项 对 于 奇 点 附近 的 积分 曲面 的 拓扑 结构 的 影响 
如 下 表 ， 


积分 曲面 族 的 拓扑 结构 
类 型 解析 狼 据 。 过 奇 点 的 积分 曲面 ”天 立 极限 积分 由 面 


| 过 奇 点 的 积分 曲面 一 过 奇 点 的 积分 曲面 孤立 极限 积分 曲面 

焦点 型 | Im(A)#0 所 有 的 积分 曲面 本 有 且 只 有 两 张 
Im(A)=0 | 

结 点 型 ”| Re(A)<0 所 有 的 积分 曲面 没 有 
Re(4) 关 一 工 
Im(A)=0 

1 天 时 了 I 
临界 型 | Re( A)>0 至 少 有 两 张 本 由 高 次 项 决定 


临界 型 包括 中 心 及 焦点 的 判定 ,例如 ， 
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- i -= Er ee 
rr rere tere ele hr we te TE 


do ,2 2 dz ,9 
T= ww tt), gr w +z(w + 2), 


虽 有 


A=+ 1>0., 
其 通 积分 为 


则 w+izZ=0 及 Ww-i 记 =0 是 两 张 孤 了 立 极 限 积分 曲面 .这 
是 一 个 高 阶 焦点 . 


关于 焦点 及 中 心 的 判定 ,后 面 还 会 谈 到 . 


复 域 中 的 孤立 奇 点 ,也 可 以 定义 指数 . 其 方法 如 下 ， 
取 了 T=t 为 实数 , 则 方程 组 


ae 


= 020 + Bz, 
人 op 
(其 中 gg=ac6-pB? 关 0) 
可 分 为 (w, VY,， xX, 》) 空间 中 的 四 个 实 方程 ， 也 就 定义 了 
一 个 实 向 量 场 ;这 个 实 回 量 场 的 指数 , 即 这 个 复 域 方程 的 
抓 立 奇 点 的 指数 . 
实 域 中 ,对 于 孤立 奇 点 ，4 寺 0 时 ,有 
LP={ 当 9 时 
一 工 当 <0 时 ， 
复 域 中 ,对 于 孤立 奇 点 , 4 对 0 时 有 
ICP)=+1. 
这 是 很 有 规律 的 , 即 记录 奇 点 的 个 数 ， 


当 9=0 时 , 1(p) 可 能 大 于 1, 即 记录 奇 点 个 数 的 总 和 |， 
60 


复 域 中 所 有 的 积分 曲面 或 到 奇 点 或 到 无 限 远 处 ， 这 
是 实 域 中 没有 的 性 质 .利用 这 种 性 质 , 可 以 研究 积分 曲面 
族 的 拓扑 性 质 . 

当然 ,四 维 空间 , 眼 已 看 不 见 .但 是 ,我 们 还 是 可 以 利 
用 计算 机 进行 追踪 . 

计算 机 的 出 现 ,对 于 常 微分 方程 是 一 个 极 大 的 促进 . 

首先 , 欧 拉 折 线 法 近似 求解 常 微分 方程 已 有 了 工具 . 
对 于 一 般 的 工程 技术 问题 ,不 论 其 多 么 复杂 ,已 经 可 以 有 
一 种 初步 的 攻击 工具 ,不致 因 其 非 线性 而 无 所 作为 .例如 
登 月 轨 线 的 选取 ， 

其 次 ,对 于 阁 干 非 线 性 方程 的 定性 行为 ,也 可 以 得 到 
初步 的 概念 .例如 ,对 于 一 个 典型 的 方程 , 洛 伦 兹 (H. A 
Lorentz ) 方程 


di =o(Y™%), 

oy 

a 7Y 一 3 — vz, 
dz -_ —0z+ wy, 


(其 中 o>0,r>0, b>0.) 这 是 气象 模型 的 一 个 简化 方 
程 , 它 吸引 了 许多 人 的 研究 ,其 中 包括 用 计算 机 对 于 各 种 
参数 组 (0, r, b) 的 定性 行为 的 研究 ， 在 此 基础 上 ,人 们 
证 明了 许多 有 意义 的 结果 . 

最 后 还 应 提 到 利用 计算 机 来 进行 准确 的 公式 推导 的 
工作 .典型 的 例子 是 ,利用 计算 机 求 中 心 与 焦点 的 判定 . 

例如 ,含有 7 个 独立 参数 的 方程 组 (E,) 
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TPR 


号 = yt ot- LOm+2— b+ bh,+b)wvy+ Ly, 


Y= -w+Lre+Lo 42 + -Lry+(—L, + LW. 


这 里 有 七 个 独立 参数 工 ,( 其 中 j= 1, 2,…,7). 判定 它 是 
中 心 或 焦点 的 一 般 方法 , 庞 卡 勒 在 一 百年 前 已 给 出 .但 具 
体 结 果 ，, 到 1952 年 才 有 六 个 参数 的 判 据 , 那 是 利用 座 标 旋 
转 省 去 一 个 参数 后 算出 的 .即使 如 此 ， 由 于 计算 量 太 大 ， 
最 近 发 现 还 算 错 了 符号 . 最 后 归结 为 四 个 指标 V1, V,， 
Vs,Vr. 如 果 全 为 零 , 则 为 中 心 ; 如 果 不 全 为 零 , 则 为 焦点 . 
第 一 个 不 为 零 的 指标 的 符号 决定 稳定 性 ， 正 号 表示 不 稳 
定 , 负 号 表示 稳定 . 除 一 个 正 数 因子 外 ,用 计算 机 推出 精 
确 的 公式 为 
V,=L,; 
Vy,-o = LoLs— LLrs 


Vsly, rp, -0 一 (14 项 ) 如 下 表 所 示 ; 


3 
滋 


IL。 | i 
1 

1 1 
2 1 1 
3 1 1 

4 2 
5 2 1 
6 1 
7 1 1 
8 1 2 
9 2 
10 1 1 
11 2 1 
12 1 2 
18 3 1 
14 1 3 


局 旭 一 mm EW 的 下 AT 
一 一 -一 -一 一- 


A 的 和 可可 NN 人 让 要 Fm 


TT 


六 


i 


_ _ 
方 次 

项 数 | 系 数 一 一 
LD I; ] L, | 工 ， Ls | Le | i 
33 | -280 2 1 1 2 
34 40 4 1 1 
35 90 3 2 1 
36 96 2 3 1 
37 90 1 2 2 1 
38 24 1 4 1 
59 | 345 1 2 3 
40 | 840 1 1 2 2 
41 | -40 2 | 3 1 
42 | 864 1 3 2 
43 | 218 3 3 


Vi|rm-r-r-r=0， 当 j>7. 

上 面 这 些 计 算 , 是 在 计算 机 上 完成 的 ， 用 人 手 计 算 ， 
需要 数 十 年 ;并且 出 一 点 错 , 即 全 功 尽 弃 . 由 此 可 见 ,即使 
方法 已 有 ,没有 工具 ,具体 结果 也 是 得 不 出 的 ， 


